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Вступление

Известно, что геометрия – это одна из древнейших наук на земле. Первые геометрические факты историки нашли  в вавилонских клинописных таблицах и египетских папирусах. Возникновение геометрических знаний связано с практической деятельностью людей. Например, название фигуры трапеции происходит от греческого слова trapezion – «столик», от которого также произошло слово «трапеза» и другие родственные слова. Изучение различных подходов к решению задач дает человеку множество знаний, которые он будет использовать всю свою жизнь

Огромную роль в процессе изучения геометрии играют задачи. Ведь для грамотного решения просто необходимо осознанное владение теоретическим материалом. Дело не только в умении применять полученные знания на практике, но и в обратной взаимосвязи: невозможно понять теорию, не отработав материал на практике, то есть во время решения. Кроме того, все математические понятия неотрывно связаны с окружающей нас действительностью, и взаимосвязи эти раскрываются в полной мере во время решения задачи.

Приемы и методы решения геометрических задач чрезвычайно разнообразны. Интересно испробовать различные методы при решении одной задачи и провести сравнительный анализ, найти специфические недостатки и преимущества, выбрать более простое и красивое решение. Решение задачи различными методами дает возможность полнее исследовать свойства геометрических фигур. Иногда удается наткнуться на свойство,  о котором в задаче ничего не говориться, или получить эффектное обобщение задачи. Решая задачу разными способами  можно быть уверенным на 100% в истинности ответа. Такого сорта занятие – увлекательная работа, требующая знания различных разделов геометрии. Длительная работа над одной и той же задачей часто полезнее, чем решение нескольких задач.

Одной из ключевых фигур в геометрии является треугольник. Вот уже два с половиной тысячелетия эта фигура является символом геометрии, но это не только символ, треугольник – атом геометрии. Треугольник неисчерпаем – постоянно открываются его новые свойства. Чтобы рассказать обо всех известных его свойствах, необходим том величиной в несколько тысяч страниц.

 Среди теорем о треугольниках есть такие, которые люди знают с древнейших времен, например, теорема о квадрате, построенном на гипотенузе прямоугольного треугольника, а есть и открытые совсем недавно. Даже сейчас еще появляются новые теоремы о треугольнике. Данной фигуре  уделяли внимание многие выдающиеся  ученые: теорема Пифагора, формула Герона, точка Торричелли, окружность Эйлера, прямая Гаусса, теорема Лейбница и Карно и т.д.

Перед данным проектом стояла цель исследовать доказательства двух теорем: теоремы Менелая и теоремы Чевы. Хотя  математиков  - древнегреческого и итальянского – разделяют 17 веков, теоремы, названные их именами, обладают двойственностью.  Если в любой из них заменить прямую точкой и точку прямой, то теорема Менелая станет теоремой Чевы, и наоборот.

Исследованные теоремы значительно упрощают решения ряда геометрических задач. Например:

Пусть медиана AD треугольника ABC делится точкой P в отношении 3:1. В каком отношении разделится сторона AC прямой BP?
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Традиционное решение задачи с помощью векторов громоздкое, требует применения векторной формулы деления отрезков в данном отношении, условия принадлежности одной прямой трех точек, введения вспомогательных переменных и приводит к решению систем линейных уравнений. С помощью теоремы Менелая задача решается в одну строчку.

Вариации (от лат. variation- изменения) на избранную тему - музыкальное произведение, в котором тема несколько раз излагается повторно с изменением в фактуре, тональности, гармонии, мелодии и т.д. Большим любителем этого жанра был Моцарт (соната A- dur). Первая часть сонаты As- dur  Бетховена также  состоит из вариаций на одну тему. Некоторые музыкальные вариации бывают весьма неожиданными и смелыми.

Последуем примеру музыкальной литературы и, выбрав математическую тему (доказательство теоремы), рассмотрим ее вместе с многочисленными вариациями. Эти вариации различны по подходам, методам, использованию теорем.

 Заключительным аккордом прозвучит сравнительный анализ рассмотренных  методов применительно к решению геометрических задач на примере доказательства теоремы Чевы и теоремы Менелая.

Часть 1.Выбор методов исследования.

Рано или поздно всякая правильная идея

 находит применение в том или ином деле

А.Н.Крылов.

 Проанализируем список основных методов доказательства геометрических теорем. При изучении каждой новой темы багаж методов солидно пополняется.

Тема: «Параллелограмм» - аффинный метод.

Аффинными называются свойства плоских фигур, которые сохраняются при параллельном проектировании на плоскость.

При параллельном проектировании плоскости на плоскость:

1. Проекция прямой есть прямая, а проекция отрезка- отрезок.

2. Проекции параллельных прямых параллельны.

3. Отношение длин проекций двух отрезков, лежащих на одной прямой или на параллельных прямых, равно отношению длин самих отрезков.

4. Отношение площадей проекций двух фигур равно отношению площадей проектируемых фигур.

Данная тема подарила мощное орудие для доказательства – теорему Фалеса.

Теорема Фалеса (обобщенная) Параллельные прямые, пересекающие две данные прямые, отсекают на этих прямых пропорциональные отрезки.

Тема: «Подобие фигур» - метод подобия.

Фигура подобна другой фигуре, если между их точками можно установить взаимно однозначное соответствие отрезка, соединяющего какие-либо две точки первой фигуры, к отрезку, соединяющему соответствующие им точки второй фигуры, имеет для всех точек обеих фигур одно и тоже значение.

В геометрии треугольника используются три признака подобия треугольников, свойства высот подобных треугольников и т.д.

Тема: «Площадь фигур» - метод площадей.

Изучение темы обогащает запас знаний о треугольниках: 

-площади треугольников, имеющих одинаковые основания, относятся как их высоты, а площади треугольников, имеющих одинаковые высоты, относятся как их основания;

-отношение площадей подобных треугольников равно квадрату коэффициента подобия;

-если треугольник разрезать на несколько треугольников, то сумма их площадей равна площади исходного треугольника;

-и т.д.

Тема: «Координаты» - координатный ( аналитический) метод.

В основе метода координат лежит построение системы координат. Таких систем существует много. В работе будут рассмотрены две: декартовая и аффинная.

Прямоугольная (декартовая) система координат.

Каждой точке плоскости соответствует пара чисел (х,у). Данное соответствие взаимно однозначное и дает возможность решать геометрические задачи,  применяя  алгебраические методы.

Если точка М(х,у) делит отрезок АВ в отношении К, то координаты этой точки определяются формулами 
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, где (хА,уА) – координаты точки А, где (хВ,уВ) – координаты точки В.

Аффинная система координат.

Возьмем на плоскости некоторую точку О и отложим от нее два неколлинеарных  базисных вектора. Из единственности разложения вектора по двум неколлинеарным векторам, следует, что координаты вектора определяются однозначно. Точка О и базисные вектора задают аффинную систему координат. Координатами точки А в данной системе называют координаты вектора
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. В этом методе можно использовать определение координат точки и правила действий с векторами. 

Тема: «Векторы» - векторный метод.

В данном методе используются действия сложения и вычитания векторов, умножение на число, условие принадлежности трех точек одной прямой, условие коллинеарности двух векторов. Единственность разложения вектора по двум неколлинеарным векторам.

Тема: «Решение треугольников» - вычислительные методы.

Основой решения в данном методе становятся известные соотношения элементов треугольника. В их числе известные теоремы синусов и косинусов.

Тема: «Движение» - методы, использующие преобразования плоскости.

В данной работе была рассмотрена гомотетия с центром в точке О.

Общематематические методы – метод доказательства от противного, метод доказательства через «родственные» теоремы.

Межпредметный  метод – метод масс.

Все хорошо знают, что математические понятия, вычисления постоянно используется в физике. Реже встречается и потому менее известно обратное – использование физических понятий в математике. Один яркий пример такого рода – центр масс в геометрии. Когда с понятием, взятым из физики, начинает работать математик, он быстро забывает его физический смысл и видит лишь полезную математическую формулу. И притом с пользой для дела. Физик дважды подумает, прежде чем воспользуется « отрицательной массой», а математик будет рассматривать, как ни в чем не бывало «материальную точку», для которой  m ‹ 0!

Определение. Материальной точкой будем называть пару mA , где А- произвольная точка, а m- действительное число «масса», которая «сосредоточена» в точке.

Определение. Барицентр-центр масс системы материальных точек mA1,mA2,…mAn,с ненулевой суммарной массой.

Теорема. Для данной системы материальных точек существует барицентр и притом только один.

Правило рычага. Если m1 и m2 положительные массы, расположенные в точках  A1  и A2 , то и барицентр Z находится на отрезкеA1A2 и делит его обратно пропорционально массам, т.е A1Z: A2Z= m2: m1
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Часть 2. Теорема Чевы

Чева Джованни (Ceva Giovanni) (30.03.1648, Милан — 13.12.1734, Мантуя)- итальянский инженер-гидравлик, математик и экономист. Окончил Пизанский университет. Основные его работы по геометрии и механике. Доказал (1678) теорему о соотношении отрезков некоторых прямых, пересекающих треугольник (теорема Чевы). Построил учение о секущих, которое положило начало синтетической геометрии; оно изложено в сочинении «О взаимно пересекающихся прямых» («De lineis reetis se i nuicem secantibus», Meclioani, 1678).В геометрии существует понятие – чевиана.

Определение. Чевиана -   отрезок, соединяющий вершину треугольника с некоторой точкой на противоположной стороне. 

Таким образом, если в 
[image: image5.wmf]АВС
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, A1, B1 и C1 — точки, лежащие на сторонах BC, CA, AB соответственно, то отрезки AA1, BB1, CC1 являются чевианами.

Медиана — чевиана, связывающая вершину треугольника с серединой противоположной стороны.

Высота — чевиана, перпендикулярная прямой, содержащей противоположную сторону.

Биссектриса — чевиана, делящая внутренний угол на два равных угла.
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Очень большое значение в геометрии имеет теорема Чевы. Сформулируем ее.

ТЕОРЕМА ЧЕВЫ. Пусть на сторонах треугольника ABC выбраны  точки  A1 
[image: image7.wmf]Î

 BC, B1 
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 AC, C1 
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 AB.

Отрезки AA1, BB1, CC1  (чевианы) пересекаются в одной точке O тогда и только тогда, когда выполняется равенство:     
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ.

Докажем необходимое условие несколькими способами.

ВАРИАЦИИ на тему площадей треугольников

I. Заметим, что площади треугольников с равными высотами пропорциональны основаниям.  

Поэтому
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Пользуясь свойством дробей
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Аналогично 
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Перемножив полученные пропорции, получаем   
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II. Заметим, что площади треугольников с равными основаниями пропорциональны высотам. Опустим перпендикуляры из точек A и B на прямую CC1.
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Тогда (т. к.
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Аналогично получаем равенства  для других пар подобных треугольников 
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и затем  
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III.При доказательстве воспользуемся следующей леммой:

ЛЕММА: Если на сторонах AB, BC и AC треугольника ABC взяты точки A1, B1 и C1 соответственно и АА1, ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке, то: 
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Рассмотрим  ABO , AСO и  CBO: по лемме  имеем 
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Перемножим полученные равенства: 
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ВАРИАЦИЯ  на тему подобия треугольников
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Проведём через т. B прямую a || AC. Пусть 
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Тогда т. к. 
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Перемножив эти равенства, получаем   
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ВАРИАЦИЯ на тему тригонометрического метода

Запишем теорему синусов для 
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из
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Тогда перемножая равенства, получаем
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Аналогично получаем
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Перемножая равенства, получаем
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Теперь из теорем синусов для 
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Аналогично для 
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Перемножая конечные равенства и учитывая произведение отношений, получим 
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ВАРИАЦИЯ  на тему теоремы Фалеса

Для краткости обозначим
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Тогда равенство 
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Проведём прямую 
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По т. Фалеса  (
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Тогда по т. Фалеса (
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Аналогично рассмотрим по т. Фалеса  (
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и по т. Фалеса  (
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Приравнивая правые части равенств * и **, получим 
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Замечание: В ходе доказательства было найдено, в каком отношении делит точка О отрезок AA1.

ВАРИАЦИЯ на тему аналитического метода

Поместим в начало координат точку А, а ось ОХ направим по прямой АС.
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Используем обозначения КА, КВ, КС и формулу деления отрезка в данном соотношении:
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и уравнение прямой, проходящей через две заданные точки:
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Прямая 
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Прямая 
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Прямая 
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Найдём координаты точки О как точки пересечения АА1 и СС1

Из * и ** следует 
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Т. к. точка 
[image: image83.wmf]1

BB

O

Î

, то при подстановке 
[image: image84.wmf]0

0

,

y

x

 в формулу *** должно получиться верное тождество (преобразования опускаем)
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ВАРИАЦИЯ на тему центра масс

Поместим в точку А  массу m1, в B — m2 , в C — m3.

[image: image89.png]



.Чтобы точка С1 являлась центром масс точек А и В, должно выполняться правило рычага:
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Тогда существует точка Z1 — центр масс точек С1 с массой (m1 + m2)

 и точка С  с массой m3, такая, что 
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 и Z1  является центром масс точек А, В, С.

Чтобы точка А1 являлась центром масс точек В и С, должно выполняться правило рычага: 
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Тогда существует точка 
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 — центр масс точек А, В, С. Так как центр масс точек А, В, С единственный, то 
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Пусть точка 
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Тогда по правилу рычага 
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ВАРИАЦИЯ на тему теоремы Менелая

Рассмотрим 
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 и секущую СС1.

По т. Менелая имеем :
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Теперь 
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 и секущую АА1. 
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[image: image110.png]



Перемножая почленно эти два равенства и принимая во внимание, что 
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, мы и получим исходное соотношение.

ЗАМЕЧАНИЕ. Соотношение  
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 будет выполняться и тогда, когда пересечение прямых лежит вне треугольника или все они параллельны. При этом две из трех точек и находятся на продолжении сторон треугольника. В таком случае говорят, что основания чевиан делят эти стороны в соответствующих отношениях внешним образом
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ.

Докажем обратное утверждение 

Если точки  A1, B1, C1, лежащие на сторонах BC, AC, AB треугольника ABC, удовлетворяют соотношению 
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,то отрезки AA1, BB1, CC1 (чевианы) пересекаются в одной точке O.
Пусть А1, В1 и С1– точки, взятые на сторонах ВС, АС и АВ так, что выполнено равенство:
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, О-точка пересечения чевиан АА1 и ВВ1, а отрезок СО пересекает сторону АВ в точке Q. Тогда, по уже доказанному, 
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Из леммы (Пусть А и В – две различные точки. Тогда для любого к> 1,к≠1 на прямой АВ существуют две и только две точки U иV такие , что 
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к, причем одна из этих точек принадлежит отрезку АВ , а другая лежит вне)следует совпадение точек: Q=C1.Достаточность доказали.

Подводя итоги данного рассуждения, надо отметить, что достаточность в теореме доказывается методом от противного (наиболее распространённым и элементарным), хотя возможен и барицентрический метод.

СЛЕДСТВИЯ ИЗ ТЕОРЕМЫ ЧЕВЫ

1.Медианы треугольника пересекаются в одной точке. 

2.Биссектрисы  треугольника пересекаются в одной точке. 

3.Прямые, соединяющие вершины треугольника с точками касания вписанного в него треугольника, пересекаются в одной точке. Эта точка называется точкой Жергона
4.Высоты треугольника пересекаются в одной точке.

5.Прямые, соединяющие вершины треугольника с точками касания вневписанной окружности со сторонами  треугольника(а не с их продолжениями), пересекаются в одной точке. Эта точка называется точкой Негеля.

6. Прямые, соединяющие вершины треугольника с точками касания одной из вневписанных окружностей со стороной  и продолжениями сторон треугольника, пересекаются в одной точке. 

7. Прямые, соединяющие вершины треугольника и делящие (внутренним образом) противолежащие стороны на части, пропорциональные квадратам прилежащих сторон, пересекаются в одной точке. Эта точка называется точкой Лемуана.

8.Биссектриссы двух внешних углов треугольника не параллельны. 

Часть 3. Теорема Менелая

Менелай Александрийский (I век)- древнегреческий математик и астроном. Автор работ по геометрии сферы. Для получения формул сферической тригонометрии использовал теорему о прямой, пересекающей стороны треугольника.
ТЕОРЕМА МЕНЕЛАЯ. Пусть дан треугольник АВС и точки 
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принадлежат соответственно прямым АВ, АС, ВС. Точки 
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 лежат на одной прямой тогда и только тогда, когда выполняется равенство:
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. НЕОБХОДИМОСТЬ.

Докажем необходимое условие так же несколькими способами.

ВАРИАЦИЯ  на тему теоремы Фалеса
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Проведём прямую 
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и по теореме Фалеса (
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Тогда 
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(знак минус появится в формуле 
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 с учётом того, что вектора 
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ВАРИАЦИЯ на тему подобия треугольников

Проведём перпендикуляры из точек А, В, С на прямую 
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Тогда из подобия треугольников получим соотношения:
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Перемножим равенства и получим 
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ЗАМЕЧАНИЕ. Фактически это модифицированный предыдущий метод, если проведём прямую 
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 через А, В, С соответственно, параллельные 
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ВАРИАЦИЯ на тему векторов

Так как вектора 
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Подставляя (*) в (**), получаем
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Так как вектора 
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 не коллинеарные, то коэффициенты при них должны равняться нулю:
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ЗАМЕЧАНИЕ. При доказательстве получили отношение :
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ВАРИАЦИЯ на тему аналитического метода

Выберем на плоскости аффинную систему координат, чтобы точки А,В и С имели координаты: С(0;0), А (1;0), В(0;1), сохранив прежние обозначения, выразим координаты точек А1В1С1 через КА, КВ , Кс, а затем вычислим координаты векторов
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, где

 m =(1+КА)(1+КВ), n=(1+КА)(1+КС).

Следовательно, векторы 
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 коллинеарны тогда и только тогда, когда К АК ВКС=-1

ВАРИАЦИЯ на тему центра масс

Обобщение метода масс на отрицательные значения масс. Подробное доказательство можно найти в книге М.Б. Балк, В.Г.Болтянский «Геометрия масс».

ВАРИАЦИЯ на тему гомотетичных фигур

Используя свойство центров подобия трех попарно гомотетичных фигур и принимая точки А, В, С треугольника АВС за соответственные точки исследуемых фигур, доказываем необходимое условие  теоремы. Доступное объяснение излагается в книге Д.И. Перепелкина «Курс элементарной геометрии».
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Через вершину С треугольника АВС проведем прямую, параллельную стороне АВ, и пересекающую прямую А1В1 в точке D. Треугольники В1АС1 и В1СD, а также треугольники А1ВС1 и А1СD гомотетичны. Следовательно, 


[image: image164.wmf].

;

1

1

1

1

1

1

ВА

С

А

В

C

СD

С

В

А

В

СD

АС

=

=


Перемножив эти равенства почленно, получим доказываемое соотношение.

ЗАМЕЧАНИЕ. При доказательстве теоремы следует рассматривать два случая: либо две точки берутся на соответствующих сторонах, а еще одна- на продолжении третьей стороны, либо все три точки берутся на продолжениях соответствующих сторон.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. ДОСТАТОЧНОСТЬ.

Пусть на сторонах AB, BC и продолжении стороны AC треугольника ABC взяты соответственно точки C1, A1 и B1, для которых выполняется равенство 
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. Предположим, что прямая A1B1 пересекает прямую AB в некоторой точке C'. По доказанному, выполняется равенство
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Учитывая равенство 
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, получаем равенство, из которого следует совпадение точек C' и C1, и, значит, точки A1, B1, C1 принадлежат одной прямой.

ЗАМЕЧАНИЕ. Знаки «+» и «-» в теореме связаны с рассмотрением

 направленных отрезков.

Часть 4. Заключительный аккорд.

Попробуем порассуждать на тему  рациональности методов решения. Нет точного определения рациональности. Где взять критерии оценки сложности? В принципе, мы можем оценить сложность решения по числу шагов на которые распадается процесс решения. Но ведь это относительная оценка сложности. Порой ответ задач легко находится вследствие решения подзадач, на которые она распадается. 

Красота выкладок, стройность формул, дополнительное построение, делающее чертеж говорящим, все это можно отнести к разряду рациональности. Работая над данным проектом, мы выяснили следующее: все методы можно разделить по подгруппам; одни требуют дополнительного построения, например метод площадей – дополнительно достраиваем высоты; метод подобия – достраиваем дополнительную прямую; параллельные прямые также достраиваются в аффинном методе, другие требуют большого объема вычислений (алгебраических преобразований), к таким относятся  векторный метод, аффинный и аналитический, третьи требуют доказательства дополнительных лемм – метод гомотетичных фигур, методы, использующие направленные отрезки – векторный метод, метод гомотетии и родственных теорем. Безусловно, существуют и другие критерии объединения данных методов в группы, но в рамках нашей исследовательской работы это не является непосредственной целью нашего исследования. 

1.Для решения и доказательства любой задачи существует бесчисленное множество подходов, например строя треугольники по различным элементам можно открывать все новые и новые признаки равенства треугольников.

2.Многие из методов являются универсальными, т. е. применимыми в разных разделах геометрии.

3.Математика едина: алгебра, геометрия и тригонометрия не могут существовать раздельно, различные разделы математики имеют множество точек соприкосновения.

4.В зависимости от условия задачи, можно подобрать наиболее краткий и изящный метод решения.

Разумеется, избранная нами тема отнюдь не исчерпана, но и приведенных выше «вариаций» достаточно для того , чтобы понять простую истину: подобно тому как незатейливая мелодия таит в себе несравненно больше, чем кажется при первом прослушивании, простая математическая теорема при всестороннем рассмотрении позволяет заглянуть в широкий круг актуальных проблем современной математики.

Приложение.

ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ ЧЕВЫ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ

Задача. На стороне АС треугольника АВС взяты точки Р и Е, на стороне ВС – точки М и К, причем АР:РЕ:ЕС=СК:КМ:МВ. Отрезки АМ и ВР пересекаются в точке О, отрезки АК и ВЕ – в точке Т. Докажите, что точки О, Т и С лежат на одной прямой.

Доказательство. Пусть луч СТ пересекает сторону АВ в точке С1, а луч СО пересекает сторону АВ в точке С2. Используя теорему Чевы, можно доказать, что точки С1 и С2 делят отрезок АВ в одном и том же отношении, и, следовательно, совпадают. Но это и будет значить, что точки О, Т и С лежат на одной прямой. Что и требовалось доказать.

[image: image168.jpg]



Задача. Используя теорему Чевы, докажите, что в произвольном треугольнике прямые, проходящие через вершины и делящие периметр треугольника пополам, пересекаются в одной точке. 

Доказательство. Пусть каждый из отрезков АА1 , ВВ1 и СС1 делит периметр треугольника АВС пополам. Тогда АВ+ВА1=АС+ А1С=АВ + АВ1 =ВС + В1С=АС + АС1 =ВС + ВС1 = О.5
[image: image169.wmf]·

 (АВ + ВС + АС).

Следовательно, АВ1 =А1В, ВС1 =СВ1 , СА1 =АС1 , поэтому по теореме, обратной теореме Чевы, отрезки АА1 , ВВ1 и СС1 пересекаются в одной точке. Что и требовалось доказать.

[image: image170.jpg]


Задача.. Точки C1 и A1 делят стороны AB и BC треугольника ABC в отношении 1:2. Прямые CC1 и AA1 пересекаются в точке O. Найдите отношение, в котором прямая BO делит сторону AC.

Решение. По условию  
[image: image171.wmf].
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Используя теорему Чевы,

имеем: 
[image: image172.wmf].
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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРЕМЫ МЕНЕЛАЯ  К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ
Теорема Гаусса:

В четырёхугольнике ABCD точки M1 и M2 — середины диагоналей AC и BD. Пусть 
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, N — середина отрезка EF. Доказать коллинеарность (т. е принадлежность одной прямой) точек 
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Теорема Паппа:

Если A, C, E — три точки на одной прямой, B, D, F — на другой, причём никакие две из прямых AB, CD, EF не параллельны и 
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, то L, M, N коллинеарны.

Теорема Дезарга:

Пусть треугольники ABC и A1B1C1 таковы, что прямые AA1, BB1, CC1 пересекаются в точке О и 
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. Тогда K, M, N коллинеарны.

Теорема Паскаля:

Если шестиугольник вписан в окружность и его противоположные стороны не параллельны, то точки пересечения прямых, содержащих эти стороны, коллинеарны.

.При изучении вышеописанных теорем важно обратить внимание на то, что в доказательствах не используются никакие метрические соотношения, а речь идёт только о принадлежности точек одной прямой (свойство, которое не изменяется при проектировании). Отбрасывание расстояний и углов и рассмотрение только взаиморасположенности и взаимозаменяемости точек и прямых и составляет основу метода проективной геометрии .

Разбор задач вступительных экзаменов и математических олимпиад, содержащих (аналогичные) идеи. Рассмотрим несколько примеров:

Задача 1: (VII Всероссийская олимпиада по математике, III этап)

На одной из сторон угла с вершиной О, величина которого меньше 
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, расположены последовательно точки A, B, C так, что OA:AB:BC = 1:2:3. На другой стороне угла последовательно расположены точки 
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. Докажите, что прямые 
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 имеют общую точку.

Решение 
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Пусть 
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По условию
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 Пусть 
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Тогда по т. Менелая для 
[image: image189.wmf]C

OC

1

D

 и точек 
[image: image190.wmf]2

1

,

,

B

B

E



[image: image191.wmf]1

2

2

1

1

1

-

=

×

×

O

B

CB

EC

E

C

C

B

OB


По условию 
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, подставляя это и соотношение * в исходное равенство, получим 
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т. е. точка 
[image: image194.wmf]2

B

 совпадает с точкой В, ч. т. д.

Задача 2: (МГУ, геофак, 1990.)

На сторонах AB и ВС параллелограмма ABCD взяты соответственно точки К и М так, что АК : КВ = 2 : 3, а ВМ : МС = 2 : 1. Найти отношение площадей треугольников КВМ и KMD.

Решение Пусть 
[image: image195.wmf].
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 (по 2 углам): 
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По условию 
[image: image198.wmf]BC
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, учитывая это, получим 
[image: image199.wmf]BC
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По т. Менелая для 
[image: image200.wmf]ABD
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 и точек E, K, O имеем
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Т. к. основания у треугольников BMK и DMK общее, то
[image: image202.wmf].
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ЗАМЕЧАНИЕ. Задачи, подобные №2, достаточно легко придумать новые, меняя только отношения соответствующих отрезков
Мысли вслух: В конце работы можно сказать о том, что в литературе существуют  стереометрические обобщения соответствующих теорем. Также имеются в литературе обобщения теорем Чевы и Менелая для многогранников и для тетраэдра. Также рассматриваются задачи на применение в различных плоскостях обычной теоремы Менелая. Например: основанием пирамиды SABCD служит параллелограмм ABCD. Плоскость 
[image: image203.wmf]a

отсекает от трёх боковых рёбер SA, SB, SC соответственно треть, пятую часть и четверть, считая от вершины S. Определить, какую часть отсекает эта плоскость от четвёртого бокового ребра (Ответ: половину) Для решения надо трижды применить т. Менелая в плоскостях: (ABS), (BCS), (DBS).
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